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Tokyo Tech 

本講演の概要 
 

SAXSのための基礎理論～運動学的近似による散乱の取り扱い～ 
・ 回折条件（逆格子の定義，Ewald球） 
・ フーリエ変換に基づく整理（畳み込み積分，実空間と逆空間） 
・ 形状因子（構造因子） ～強度を決定する因子～ 
 
高分子試料のSAXS測定の実例 
・ モデルに基づく解析 
１） ブロック共重合体が形成するラメラ状ミクロ相分離構造 
２） ブロック共重合体が形成するシリンダー状ミクロ相分離構造 
・ 自己相関関数を用いた直接解析（モデルに依存しない） 
１） ブロック共重合体が形成する海島状のミクロ相分離 



散乱現象の運動学的近似 
～多重散乱を無視した取扱い～ 
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Fig. Interference between the waves originating at two scattering centers 
and general case in which interference between waves from a number of 
scattering centers. 

原点とrjに置かれた2個の散乱体
からの散乱光の光路差δは，散乱
ベクトルsとrjで表すことが出来る 

( )( )0exp 2E i tπ λ ν= ⋅ −O S r
原点Oを通過する光 

一般に，rjから発した散乱光の散乱振幅 Ej は， fj Eo∙exp(2πi(−s∙rj)) で表される 
（fjはrjにある散乱体の散乱能）． 
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Σを積分へ 

X線に対する散乱体は電子雲である． 
ρ(r)＝（位置rにおける電子密度）×（電子の散乱能 fe） 
rに位置する微小体積の散乱能 = ρ(r)dv 

散乱振幅は電子密度のフーリエ変換に対応する（運動学的近似，多重散乱を無視する） 

( ) ( )[ ]rsE 
 ρℑ=

散乱ベクトル「q」の基底ベクトルは内積「q∙r」が計算しやすい
（クロスタームが現れない）ように定義する 

散乱振幅と強度（電子密度とその自己相関関数のフーリエ変換） 

2π=
 q s
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粒子間干渉による回折 



回折条件について（Ewald球の使い方） 
～結晶格子の周期配列が回折点の出現位置を決める～ 



フーリエ変換と逆格子 ～ s空間の基底ベクトルの選び方 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3exp , , exp 2
V V

E q r i q r dv x x x i s x s x s x dx dx dxρ ρ π∝ − ⋅ = − + +∫∫∫ ∫∫∫
   

実空間の座標（ x1，x2，x3 ）は直交座標とは限らない（一般に座標は結晶軸に合わせる）． 
三斜晶ではα（bとcのなす角），β （cとaのなす角）， γ （aとbのなす角）はどれも90ºではない． 
結晶構造を持たない系であれば，都合の良い座標系をとる（散乱体の対称軸を考慮）． 

三次元のFourier変換の定義（下式の形式の積分） 

内積 rsrq 

⋅=⋅ π2 ( )1 2 32 s x s y s zπ + +が となるように（ s1，s2，s3 ）を定義する． 

実空間（r空間）の基底ベクトルは格子ベクトルa，b，cに等しい（すべての格子位置

はha + kb + lc（hklは整数）で表されるため）． 

逆空間（s空間）の基底ベクトルには，クロスタームが消えるようにa*，b*，c*を選ぶ．

これらの基底ベクトルを逆格子ベクトルと呼ぶ． 
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q の基底ベクトルを無作為に決めると，クロスターム
（i ≠ j）が６個も現れ，計算できない． 

クロスターム sj xk (j ≠ k) を消したい 
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Fig. Schematic image of real 
and reciprocal lattice vectors 
for hexagonal lattice. 

逆格子ベクトル ghkl の性質 
ghkl は hkl面に垂直で，その大きさは dhkl の逆数に等しい． 
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Table. hkl indices and the reciprocal 
spacing data of 2D-hexagonal lattice 
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Fig. Real lattice vector a, b, and c, 
and hkl plane. 

逆格子：実格子ベクトルをa，b，cとし
て，以下のベクトルa*，b*，c*が張る
格子を，逆格子とよぶ． 

(1) 0hkl h k
 ⋅ − = 
 

a bg

1(2)
| | | |

hkl
hkl

hkl hkl

d
h

= ⋅ =
ga
g g

dhklはa/hのghkl上への射影とみなせる． 

ghklはhkl面と垂直． 
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2次元六方格子の場合の計算例 
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( )2* * | * || * | cos 60 2 3 | |⋅ = =a b a b a
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逆格子の性質 

となる位置 s にのみ回折が観測される． 



逆格子とEwald球 

Ewald球と逆格子ベクトルの関係 

X線回折測定で得られた回折スポットは全てs = ghklを満たす．指数付には，逆格子とEwald球を用いる． 

Ewald球は，中心をサンプル位置とし，半径が1/λの球である．散乱ベクトル s および逆格子の原点はEwald球と

S0（入射X線）が交わる点であり，逆格子点がEwald球に接したとき（s = ghkl）にのみ回折が起こる． 

Fig. Relationship between “Ewald sphere”, scattering vector and reciprocal lattice. 

*** clbkahghkl






++= ghkl を逆格子ベクトルとよぶ． 

120g

λs

0 λs

s
a*

b*

sample

λ1

c*

Ewald sphere

X-ray



指数付けと Ewald球 
高分子試料 

ふつうは単結晶が得られない → 配向繊維試料の解析 → 円筒対称，情報量が減る 

マイクロビームを使って単一ドメイン（結晶の方位がそろった領域）を調べる 

In-house XRD 

Micro-beam XRD 

マイクロビームで得た回折点は「軸回転による平均化」
が起こらないため，構造を決定しやすい 
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出典： Ishige et al, Macromolecules 2009, 42, 2557 
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Orientation order parameter 
Orientation order parameter, S 

Dichroic ratio is independent of contact condition 

Y 
Z 

X 

π/2−θ 

φ 

Definition of orientation angles 
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X: Shear direction 
Y: Width, Z: Thickness 

x: molecular axis 
xz: imide plane 
y: out of imide plane 
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出典： Ishige et al, Polymer 2021, 221, 123616 

転載不可 



Orientation of sBPDA-TFDB PI crystal in film 
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フーリエ変換と散乱法 

運動学的近似（散乱振幅が電子密度のフーリエ変換により極め
て高精度に近似できる）のもとでは，フーリエ変換を活用しやすい
実空間モデルを構築することで，散乱像を簡便に計算できるよう
になる． 
関数 f と g の畳み込み f *g のフーリエ変換は ℑ[f *g] は ℑ[f] ℑ[g] 
となる．したがって実空間の配置を「畳み込み積分」でモデル化
できると，散乱振幅は各階層の構造のフーリエ変換の「積」となり，
とても便利． 



密度 ρ(x)は，格子の周期配列を表す重心分布関数 ρatticeと単位格子（繰り返し単位）内の
密度ρcell（ ρunit）との“たたみ込み積分”で表すことが出来る．「*」は畳み込みの記号． 
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Fig. Convolution of the lattice distribution and the density in a lattice (unit). 

δ 関数のたたみ込み 

散乱振幅＝（ρlatticeのフーリエ変換）×（ρcellのフーリエ変換） 
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∙ Fig. Fourier transformation of ρlattice to sx space. 

たたみ込みのフーリエ変換の性質 

sx= n/aにのみ回折光が現われる！！ 

「畳み込み積分」を活用した結晶周期の表現法 
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and corresponding transforms. 
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フーリエ変換に適した周期関数の表記（畳み込みの活用） 
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「畳み込み積分」の例：構造因子（格子因子）と形状因子（構造因子）Form Factor 

散乱強度は電子密度の自己相関関数のフーリエ変換に対応する 
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自己相関関数 Γ(r)：ρ (ξ) とそれを r ずらした ρ(ξ+r) との積の積分 

たたみ込みのフーリエ変換＝各関数のフーリエ変換の積 

結晶周期構造の表現 
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「単位格子の構造」と「周期関数」の畳み込み 
スペクトルの線幅の広がりと同じイメージ 

格子の周期配列：ρabc(r) = ρa(x1)∗ρb(x2)∗ρc(x3) 
フーリエ変換してみると納得できる 

ρabc(r) は ρa(x1)，ρb(x2)，ρc(x3) の「畳み込み」である 

( ) ( ) ( ) ( )lattice cell cell cell
n n
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結晶の格子因子（構造因子），ラウエ関数～𝑅𝑅𝑀𝑀に周期性がある場合 
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位相Δは，ΣのM1を1からN1ではなく，−N1/2からN1/2とすることで消える．平行移動によって位相差Δが生じる． 
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a-b-c座標系の粒子の周期的配置 

N1→∞のとき，δ(x)となる 
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++= π を満たす位置qにのみ回折が現れる 

si（i=1，2，3）
は任意の実数 

右辺はs1，s2，s3が整数（h, k, l）のときのみ値を持つ．つまり 
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     クロスタームが無くなるように
a*，b*，c*を定義 



補遺：「畳み込み積分」のイメージ（スペクトルの線幅との関係） 

λ λ λ 

真のスペクトル 分解能関数 R(λ) 
（カメラのピクセルサイズなど） 

* = 

観測されるスペクトル 

広幅化 
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ある λ 近傍の拡大図 
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畳み込み積分 



形状因子について 
～結晶格子内の原子配列は各回折点の強度を決める～ 



単位胞（一つの結晶格子）の構造因子 
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粒子の密度ρ(rMk)を連続関数とみなしたが，粒子は原子より構成されるので， 
ρ(rMk)を原子の密度ρi(rki)の足し合わせで表す． 

結晶の場合， *** clbkahs 





++= を満たす場合のみ回折が現れる． 
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：原子散乱因子（構造因子） 

そこで格子内の座標rMkをa，b，cを用いて表す
（xiは分率座標と呼ばれる）． 
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原子kを原点Oからrkだけ平行移動すると，構造因子にδ=−q·rkの位相差が生じる． 
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：i軌道の電子の総数 
：i軌道の波動関数 

原子構造因子 fk(q) の計算 

例えばLiは1s軌道に2個，2s
軌道に1個の電子もつので， 
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形状因子(form factor)と格子因子(lattice factor) 

Form factor : f(q)2 

ラメラの重心位置の分布 z(r) ラメラ積層構造：ρ(r) 

実
空

間
 

Lattice factor : Z(q) 

逆
空

間
 

I(q) ~ f(q)2 ∙ Z(q) 

* 
畳み込み 
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積 

d 
L 

L d 

1/d 1/d 

F(σ(r)) ∙F(σ(r)) F(z(r)) ∙F(z(r)) 

逆関係 

単一ラメラの形状 σ(r) 



像の解析: 格子因子（周期）と形状因子（粒子の形） 

単結晶：原子配列 構造（形状）因子 

sp3 混成軌道の証明，タンパク質の構造，etc.  DNAの二重らせん構造 
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Structure factor: F(s) Lattice factor: L(s) 

F(s) 

L(s) 

L(s) ~ 1 

Form-A Cr. Form-B LC. Pentaerythritol  

By  R. Franklin 
Fuller et al. Phil. Trans. R. Soc. Lond. B 2004, 359, 1237 出典：Larson. Acta Cryst. (1975). B31, 1864 
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高分子試料の測定例 
～ブロック共重合体のミクロ相分離構造～ 



薄膜試料の高次構造解析(GI-SAXS/WAXD) 

(1) 直射-散乱：α1≈ αs−αi 
(2) 直射-散乱-反射：α2 ≈ αs+αi 
(3) 直射-反射-散乱：α3 ≈ αs+αi 
(4) 直射-反射-散乱-反射：α4 ≈ αs−αi 

散乱光の4種の経路 

αi αi 

αs + αi  αs - αi 

αs- αi αs+ αi 
αs 

E1(α1) E2(α2) E3(α3) E4(α4) 

polymer 

substrate 

Incident beam 
Reflected 
beam 

E(qxy, α) ≈ t(αi) t(α) F(qxy , α + αi) + t(αi) r(α) F(qxy , −α+αi)  
                 + r(αi) t(α) F(qxy , α−αi) + r(αi) r(α) F(qxy , −α −αi) 

第1，4項 ±(α+αi)：中心が透過ビーム位置，第2，3項 ±(α−αi)  
→ 中心が反射ビーム位置 
R(α)~1/α4より，第２項と第4項の寄与はα~0近傍以外では無視できる 
→  第1項と第3項の寄与が大半 

I(qxy, α) ≈ T(αi) I(qxy , α + αi) + R(αi) I(qxy , α−αi) 

T(α)の出射角αに対する依存性は極めて小さい（T(α) ～1，α > 0.5 deg） 



高分子試料の測定例（１） 
～ モデルに基づく散乱強度計算と構造パラメータ決定 ～ 



液晶性ABA型トリブロック共重合体の論文はこちら 

出典： Ishige et al, Macromolecules 2016, 49, 6061 
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PFA-C8-b-BB-5(3-Me)-b-PFA-C8 

液晶性ABAトリブロック共重合体 

O O
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n n
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 : -CH

2CH2(CF2)7CF3

Sample P1 P2 P3 P4 P5 
φA 0.11 0.28 0.37 0.54 0.70 

DSC Thermograms 
(a) Heating (b) Cooling SmF or 

SmI 
SmCA 

側鎖型LCP 側鎖型LCP 

主鎖型LCP 

出典： Ishige et al, Macromolecules 2016, 49, 6061 
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パラクリスタルモデル解析 

Spatial Average of Powder Intensity 

Z(q) Involving Grain Size N 

Form Factor f(q) of Lamellar Plate 

R: Radius of Plate 
L: Thickness of Plate 

D: Position 
Vector of 
Single Lamella 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22I f f f Z∝ − +q q q q q

f(q)：形状因子，Z(q)：格子因子 

空間平均 
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SAXS強度プロファイル解析 
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薄膜試料のGI-SAXS/WAXD像（入射角 < 臨界角） 
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(a) GI-SAXS (upper) and GI-WAXD (lower) patterns with αi= 0.08° 

最表面 (5～7 nm) の構造 
SAXS：垂直配向ラメラ 
WAXD：RF基の垂直配向 

出典： Ishige et al, Macromolecules 2016, 49, 6061 
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Parallel & Perpendicular Lamellae in P2 &P3 Parallel Lamella in P5 
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(b) GI-SAXS (upper) and GI-WAXD (lower) patterns with αi= 0.16° 
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薄膜試料のGI-SAXS/WAXD像（入射角 > 臨界角） 

出典： Ishige et al, Macromolecules 2016, 49, 6061 
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GI-SAXS 強度解析：ラメラ厚の決定 
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BCPのラセン状相分離構造の論文はこちら 

出典： Ishige et al, Macromolecules 2015, 48, 2697 
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透過型電子線トモグラフィー（Electron tomography, ET） 

PB相は，六方格子を形成するPS相の柱の周りに「二重らせん」を形成する． 

ブロックコポリマーのラセン状相分離構造 

P/2 

2rh 

d 
ネジバナ 

Spiranthes 

出典 Jinnai et al. Soft Matter 2009, 5, 2042-2046 
Ishige et al. Macromolecules 2015, 48, 2697-2705.  
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二重らせん構造の配列（二次元六方晶） 

In-plane方向の強度解析により，
左記のパラメータを評価できる． 

パラクリスタルモデルに基づく強度計算 

Z(q, φ)=Z1(q, φ)Z2(q, φ)．F2n(q)に方位角φ依存性がない

場合，φで平均化したZav(q)と<F2n(q)>の積が強度となる． 
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分布関数 

「太さ」と「界面形状」を定量化 出典： Ishige et al, Macromolecules 2015, 48, 2697 
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GI-SAXS法による相分離界面の評価（染色の効果） 

染色により，PB相の直径
が増大し，界面が鈍る． 
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高分子試料の測定例（２） 
～ 自己相関関数を用いた直接解析 ～ 



38 

  Phase separation structure of Hard/Soft block copolymer 

 TEM Image (no stained) 

: Soft block 
 Matrix 
   : Hard block 

 SAXS Image (face & edge)  

Face 

Edge 

Face 

Edge 

In-plane 

In-plane 

Out of 
plane 

In-plane 100 nm 

 Phase-separated structure 
in the in-plane direction. 
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本講演のまとめ 
SAXSのための基礎理論～運動学的近似による散乱の取り扱い～ 
・ 回折条件（逆格子の定義，Ewald球） 
・ フーリエ変換に基づく整理（畳み込み積分，実空間と逆空間） 
・ 形状因子（構造因子） ～強度を決定する因子～ 
 
高分子試料のSAXS測定の実例 
・ モデルに基づく解析 
１） ブロック共重合体が形成するラメラ状ミクロ相分離構造 
２） ブロック共重合体が形成するシリンダー状ミクロ相分離構造 
・ 自己相関関数を用いた直接解析（モデルに依存しない） 
１） ブロック共重合体が形成する海島状のミクロ相分離 
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